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Twierdzenie Bayesa po 250 latach

23 grudnia br. mija 250 lat od dnia, w ktéorym $wiatlo dzienne ujrzato twier-
dzenie sformutowane przez prezbiterianskiego duchownego Thomasa Bayesa
(1701—1761), nazywane potocznie twierdzeniem o prawdopodobienstwie przy-
czyny. Sam tworca nie zyt juz wowczas od dwoch lat, a jego wywod przedstawit
brytyjskiemu Krolewskiemu Towarzystwu Naukowemu inny duchowny i mate-
matyk — Richard Price. Twierdzenie to wywarto ogromny wptyw nie tylko na
rozw0j teorii prawdopodobienstwa i wnioskowania statystycznego, ale stalo sig
niezwykle uzytecznym narz¢dziem w podejmowaniu decyzji w sytuacjach nie-
pewnosci.

Gdy w obliczu niepewnosci, ktéra w zyciu prywatnym i zawodowym towa-
rzyszy nam kazdego dnia, zadajemy sobie pytanie, w jaki sposob powinna zmie-
ni¢ si¢ nasza opinia lub postgpowanie pod wptywem nowej informacji, to racjo-
nalng odpowiedz znajdujemy wtasnie w twierdzeniu Bayesa. Wigkszo$¢ z nas
nie zwykla ignorowa¢ nowych przestanek lub nowych okolicznosci mogacych
zmniejszy¢ niepewnos¢, a co za tym idzie ryzyko przysztego dziatania.

Wyzwaniem dla wielu moze by¢ natomiast to, w jaki sposéb modyfikowaé
swoja dotychczasowa wiedze, gdy stajemy si¢ posiadaczami nowej informacji.
Na przyktad, czy odpowiedz na pytanie o prawdopodobienstwo tego, ze w loso-
wo wybranej rodzinie z dwojgiem dzieci, dzieci to dziewczynki, ulegnie zmianie,
jezeli otrzymamy informacjg, iz jedno z nich jest dziewczynka? Czy i jak infor-
macja o tym, ze znamy ple¢ jednego dziecka w tej rodzinie zmieni poszukiwane
prawdopodobienstwo? Odpowiedz nie jest trudna'. W sytuacji gdy informacji tej
nie mam, rozwazam cztery jednakowo prawdopodobne sytuacje kolejnosci uro-
dzen: chlopiec-chtopiec, chlopiec-dziewczynka, dziewczynka-chlopiec, dziew-
czynka-dziewczynka. Prawdopodobienstwo, ze rodzina ma dwie dziewczynki
rowne jest wigc 1/4. Z kolei gdy dysponuje¢ informacja o pici jednego dziecka,
zmnigjszajaca moja niepewnos¢, to zmniejszeniu ulega tez przestrzen zdarzen,
zredukowana obecnie do trzech sytuacji: chlopiec-dziewczynka, dziewczynka-
-chtopiec, dziewczynka-dziewczynka. W tych okoliczno$ciach interesujace nas
prawdopodobienstwo wynosi 1/3.

Ten prosty przyktad ilustruje na razie jedynie ramy twierdzenia Bayesa, ktore
zawieraja si¢ w okresleniu ,,prawdopodobienstwo warunkowe”. Zmiana warto$ci
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prawdopodobienstwa z 1/4 na 1/3 spowodowana jest tym, ze w drugim przypad-
ku postuzyliémy si¢ prawdopodobienstwem warunkowym. To wiasnie w tym
warunku zawarta jest nowa informacja (o plci jednego dziecka). W codziennym
zyciu najczesciej probabilistyczne myslenie dotyczy wilasnie szacowania praw-
dopodobienstwa warunkowego, czyli prawdopodobienstwa pewnego zdarzenia
pod warunkiem posiadania okreslonej wiedzy zwiazanej z tym zdarzeniem lub
jego okoliczno$ciami.

Psycholog, noblista w dziedzinie ekonomii, Daniel Kahneman znaczenie wie-
dzy wstepnej (a priori) w procesie oceny przez nas niepewnosci ilustruje naste-
pujacym przyktadem”: pewna osoba zostata przez sasiada opisana jako mezczy-
zna bardzo niesmiaty i wycofany, zawsze ch¢tny do pomocy, matoméwny, ma-
jacy potrzebe porzadku, dbajacy o szczegdty. Co jest bardziej prawdopodobne
— czy to, ze mgzczyzna ten jest bibliotekarzem, czy to, ze jest rolnikiem? Oso-
bowo$¢ opisanego mezczyzny pasuje do osobowosci stereotypowego biblioteka-
rza, dlatego wiele osob uwaza, Zze jest on bibliotekarzem. Tymczasem, jezeli
wzia¢ pod uwage, ze w Stanach Zjednoczonych na kazdego bibliotekarza przy-
pada ponad dwudziestu rolnikoéw, to prawdopodobienstwo, ze osoba ta jest bi-
bliotekarzem jest znacznie mniejsze niz prawdopodobienstwo, ze jest ona rolni-
kiem. W odpowiedzi tych, ktorzy twierdza inaczej, widoczna jest nieumiejgtnosc
polaczenia dwoch zrodet informacji — informacji wstepnej (a priori) o struktu-
rze zawodowej calej zbiorowo$ci mezczyzn oraz informacji wynikajacych
z opisu osobowosci danego mezczyzny.

Dos¢ czgsto, jak stwierdza D. Kahneman, kiedy dysponujemy informacjami
o konkretnym przypadku, statystyczne informacje wstgpne sa niedoszacowane,
a nawet catkowicie lekcewazone. Samg istota twierdzenia Bayesa jest wskaza-
nie, jak biedu tego uniknaé, czyli w jaki sposob racjonalnie taczy¢ ze soba dwa
zrodha informacji — wstepnej (a priori) oraz z konkretnego doswiadczenia (ob-
serwacji, proby). Kazda kolejna obserwacja, kolejne do$wiadczenie wzbogaca
dotychczasowa wiedzg wstgpna i1 nastgpnego dnia znow stajemy przed wyzwa-
niem zweryfikowania tej wiedzy na podstawie nowej informacji.

Twierdzenie Bayesa nazywane jest twierdzeniem o prawdopodobienstwie
przyczyny, gdyz odnosi si¢ do sytuacji, w ktorej pewne zdarzenie juz nastapito,
a oceni¢ trzeba prawdopodobienstwo tego, ze inne dane zdarzenie bylo jego
przyczyna. Wazne jest tu, co jest przyczyna, a co skutkiem. Prawdopodobien-
stwo zdarzenia A pod warunkiem B jest na ogot inne anizeli prawdopodobien-
stwo zdarzenia B pod warunkiem A. Utozsamianie ze soba tych dwu prawdopo-
dobienstw jest — zdaniem L. Mlodinowa — do$¢ powszechnym bledem. Autor
ilustruje ten blad ciekawym przykladem®. Przypusémy, ze szefowa dluzej niz
zwykle odpowiada na twoje e-maile. Wiele osob uznatoby, iz jest to oznaka, ze
ich gwiazda gasnie, jezeli bowiem czyjas gwiazda rzeczywiscie gasnie, to sa
spore szanse, ze szefowa z lekcewazacym opoznieniem reagowac bedzie na jego

2 Kahneman D. (2012), s. 14.
3 Mlodinow L. (2011), rozdz. 6.
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maile. Ale by¢ moze twoja szefowa odpisuje wolniej, bo jest ostatnio szczegol-
nie czym$ zajeta albo ma jakie$ osobiste problemy. Prawdopodobienstwo, ze
twoja gwiazda gasnie, jesli szefowa dtuzej niz zwykle odpowiada na maile, jest
znacznie mniejsze niz szansa, ze szefowa zwlekac¢ bedzie z odpowiedziami na
maile, jesli twoja gwiazda zacznie gasnaC. I w konkluzji Autor dodaje: Uznanie,
Jjakim cieszq sie liczne teorie spiskowe, opiera sie na niezrozumieniu tej roznicy,
to znaczy na myleniu prawdopodobienstwa, zZe seria jakichs wydarzen miataby
miejsce, gdyby kryl sie za niq potezny spisek, z prawdopodobienstwem, iz potez-
ny spisek rzeczywiscie istnieje, jezeli wiadomo, ze zaszla pewna seria wydarzeri’.

Ogloszone 250 lat temu twierdzenie Thomasa Bayesa stato si¢ podstawa no-
wego podejscia do wielu zagadnien z zakresu statystyki i teorii podejmowania
decyzji. Bylo i jest dla kazdego z nas propozycja racjonalnego przetwarzania
informacji w obliczu nowych faktéw i nowych obserwacji czynionych kazdego
dnia. Pozwala uniknaé typowych bledow poznawczych w przetwarzaniu infor-
macji na temat zdarzen i sytuacji o charakterze losowym.

Thomas Bayes byt takze prekursorem nowej, r6znej od klasycznej i czgsto-
sciowej, interpretacji prawdopodobienstwa. Prawdopodobienstwo miato wyrazaé
stopien przekonania danej osoby o prawdziwosci danego zdarzenia, a wigc miato
wynika¢ z cato$ci posiadanej przez t¢ osobg wiedzy i doswiadczenia. Rowniez
J. Bernoulli w pracy pt. Ars Conjectandi z 1713 r. pisat o prawdopodobienstwie
jako o stopniu zaufania do realizacji danego zdarzenia na podstawie posiadanej
wiedzy o ogolnych okolicznosciach tego zdarzenia. Stad interpretacj¢ t¢ pozniej
nazwano personalistyczna lub subiektywna. W przeciwienstwie do interpretacji
czestosciowe] prawdopodobienstwo subiektywne jest traktowane personali-
stycznie i warunkowo ze wzgledu na przeszto$c i na cale otoczenie analizowa-
nego zdarzenia. Jedynym ograniczeniem jest, aby zbidr prawdopodobienistw byt
dla danej osoby spdjny i nie tamal postulatu logicznej zgodno$ci. Zgodne lub
spojne oszacowania sq dotqd dopuszczalne, dopoki dana osoba czuje, ze odpo-
wiadajq one jej przekonaniom’.

Po 250 latach od dnia ogloszenia twierdzenia Bayesa jego znaczenie zdaje si¢
rosna¢ a nie male¢. Po pierwsze dlatego, ze coraz wazniejsza i bardziej pozadana
staje sig¢ umiejgtnos$¢ poruszania si¢ w §wiecie zjawisk o naturze stochastyczne;.
Rosnie wigc ranga racjonalnego przetwarzania informacji, gotowosci uczenia si¢
na doswiadczeniach, a co za tym idzie umiejetno$ci zmiany przekonan na pod-
stawie nowych dostepnych informacji. Po drugie, duza dynamika wspotczesnego
$wiata powoduje, ze w ocenie prawdopodobienstwa zdarzen w zyciu ekono-
micznym i spolecznym trudniejsze niz kiedys staje si¢ spetnienie zatozen stoso-
wania interpretacji klasycznej i czestosciowej’. Chetniej siggamy do interpretacji
personalistycznej, takze w obliczu tatwiejszego niz w przesztosci dostepu do
roznych zrédel informacji. Szczegélnie wazne jest w tych okolicznos$ciach

* Mlodinow L. (2011), s. 128.
> Winkler R. (1967), s. 1105 (thumaczenie wiasne).
8 Szerzej na ten temat w opracowaniach M. Szredera (2002), s. 7—17 i (2004), s. 1—10.
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adekwatne taczenie i wazenie tych informacji we wnioskowaniu lub podejmo-
waniu decyzji. Bayesowskie podejscie do tego problemu, w ciagu 250 lat wzbo-
gacone wynikami badan matematykow, statystykéw i psychologow, jest wciaz
warte refleksji i dalszych studiow.

prof. dr hab. Mirostaw Szreder — Uniwersytet Gdanski
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SUMMARY

The Author recalls that 250 years ago in the British scientific circles ap-
peared theorem of probability of causes, now called Bayes’ theorem (formulated
in 1763 by Thomas Bayes). It refers to the situation where there has been some
events and once need to assess the probability of another incident which was the
reason, i.e. what is cause and what is the effect of this event. Despite the passing
years Bayes’ approach in statistical surveys for the conditional probability of
occurrence is constantly confirmed and important.

PE3IOME

Aemop eéoccmanasnueaem 6 namamu ucmopuro nosgienus 250 nem Hazao
8 OPUMAHCKOM HAYHHOM KpY2y meopembvl 8epOSMHOCIU NPULUNBI, HA3bI8AEMOU
meneps  batiecosckou. Cgopmynuposar ee Tomac batiec ¢ 1763 2. Oma
meopemMa OMHOCUMCA K CUMYAYUU K020a NPOU30ULIO0 KaKoe-mo coovimue u He-
00X00UMO OYeHUMb 8ePOSIMHOCHb 0PY2020 COOLIMUS, KOMOPOe ObiN0 NPUUUHOT
nepgozo, U HA00 OYEHUMDb YMO AGNAEMCA NPUYUHOU, d YMO CIe0CTHBUEM.

Hecmompa Ha ucmeuenue epemenu Oatieco8ckuti nooxo0 K GblCHLYNAEHUIO
YCN0BHOU  8EPOAMHOCU 68 CMAMUCNUYECKUX 00CNe008aHUAX NOCMOSHHO
npoeepsemcs u e20 3HAYeHUsl N0 NPEeNCHEMY He YMEeHbULAemcs.
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